Adaptive Semi-Lagrange-Finite-Elemente-Methode zur
Losung der Flachwassergleichungen:
Implementierung und Parallelisierung

Adaptive semi-Lagranigian finite element method for
the solution of the shallow water equations:
Implementation and parallelization

Jorn Behrens

Ber. Polarforsch. 217(1996)
ISSN 0176 - 5027



Einleitung

Inhaltsverzeichnis

I Die Finite-Elemente-Methode (FEM) fiir elliptische Probleme

1 Einfithrung in die FEM

L1 Ubersicht . v . o ot e e
1.2 Modellprobleme und ihre Variationsformulierung . . . ... ... .. ... .. ..
1.2.1 Die Poissongleichung und einige ihrer Eigenschaften . .. ... ... ...
1.2.2 Verschiedene Randbedingungen . . . . . ... ... ... ... .......
1.2.3 Ein allgemeinerer Différentialoperator . . . . .. .. ............
1.3 Diskretisierung .. . ... ... .. e e
1.3.1 Das Ritz-GaJerkin—Veffahren .........................
1.3.2 Die Finite-Elemente-Methode . . . . . . .. ... ... .. .........

2 Implementierung der FEM

21 Ubersicht . ... ...
2.2 Gittergenerierung und Datenstrukturen . ... .. ... ... .. .. .......
221 Notationen . .. .. .. .. ... e
2.2.2 Ansétze zur Gittergenerierung . . . .. ... ... ... ... ... ...
2.2.3 Gitterverfeinerung . . . ... oL oo o
224 Datenstrukturen . . ... ... ... ... . e e
2.3 Aufstellung der Steifigkeitsmatrix . . . . . ... ... L oo Lo Lo
2.3.1 Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen . . . . . . .. .. ... .. ..

11

13
13
14
15
17
18
19
19
21



IT

Inhaltsverzeichnis

2.3.2 Assemblierung der Steifigkeitsmatrix . . .. .. .. ... ... . L. 38

2.3.3 Sparsame Speicherung spérlich besetzter Matrizen . .. ... ... . ... 39

2.4 Losungsverfahren fiir das lineare Gleichungssystem . . . ... ... ........ 43
2.5 Prikonditionierung fiir iterative Verfahren . . . . . . . .. . ... ... ... ... 43
2.5.1 Prdkonditionierung mit hierarchischen Basen . . ... ... . ... .. .. 44

2.6 Randbedingungen . ... ... ... .. .. .. .. ... .. e 48
Parallelisierung der FEM 50
31 Ubersicht . . ... oot v 50
3.2 Parallelisierung der iterativen Losungsverfahren . . . . . ... .. ... ... ... 51
3.3 Parallelisierung mit Farbindizierung . . ... ... ... ... . ... ... .... 52
3.4 Parallelisierung mit Hilfe von Index-Arrays . . ... ................ 55
3.5 Probleme und Bemerkungen . . . . ... ... ... Lo L oL 56
Ergebnisse fiir die FEM 58
41 Ubersicht ... ... ... ... .. 58
4.2 Modellprobleme und Konvergenztests . . ... ... ................ 59
4.3 Effizienz der parallelen Verfahren . . . . ... ... .. ... ... ......... 61
4.3.1 Ergebnisse fiir die Matrixassemblierung . . . . R 62
4.3.2 Ergebnisse fiir das Losungsverfahren . . . . ... ... .. ... ...... 64

4.4 Zusammenfassung . . . .. ... L e e e e 66
Die Semi-Lagrange-Methode (SLM) fiir die Advektionsgleichung 69
Einfithrung in die SLM 71
5.1 Ubersicht . .. ... ..ot 71
5.2 Das Advektionsproblem . . ... ... .. ... ... .. ... ... e 72
5.3 Semi-Lagrange-Form der Advektionsgleichung . . . . . ... ... ... ...... 73
5.3.1 Das Drei-Schritt-Verfahren . . . ... ... ... .. ........... 73
5.3.2 Das Zwei-Schritt-Verfahren . . . .. ... .. ... .. ... ... .. ... 74

5.4 Berechnung der Trajektorien . .. .. ........................ 75
5.5 Interpolation der stromaufwirts gelegenen Werte . . . . . ... ... ....... 76
5.5.1 Bedeutung der Interpolationsordnung . . .. ... ... ... .. ..... 76
5.5.2 Quasi-monotone Interpolation . . . . . . ... ... ... ... .. ..., 76

5.5.3 Quasi-konservative Interpolation . . .. ... ... ... .......... 78



Inhaltsverzeichnis 3

6 Implementierung der SLM 80
6.1 Ubersicht . . v v v v o e e e e 80
6.2 Algorithmus und adaptive Strategie . . .. ... ... ... ............ 81
6.3 Gitterroutinen . . . . . ... ..o 83
6.3.1 Elementsuche im Dreiecksgitter . . . . . .. . ... ... ... ... .. 83

6.4 Interpolation . ............. S 85 .
6.4.1 Berechnung der ersten partiellen Ableitungen . . . . . . ... . ... ... 85
6.4.2 Berechnung der kubischen Spline-Interpolation . . .. ... ... ... .. 86
6.4.3 Quasi-monotone und quasi-konservative Interpolation . . ... ... ... 87
6.5 DIagNOSE . . . v v v v i e e e e e e 87
7 Parallelisierung der SLM 89
71 Ubersicht . . 0. ... . 89
7.2 Parallelisierung der Operationen an Gitterpunkten . . . . .. ... .. ... ... 89
7.3 Datenpartitionierung . . . . . . . . . .o e 90
7.4 Probleme bei der Parallelisierung . . . . ... ... ... ... .. . 000, 91
8 Ergebnisse fiir die SLM 93
81 Ubersicht . . ... v vttt 93
8.2 Numerische Eigenschaften der SLM . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 93
8.3 Eigenschaften des adaptiven Gitters . . . . .. ... ... ... ... ....... 99
8.4 Absolute Stabilitdt der SLM . . . . . . . ... e e 102
8.5 Parallele Leistung der SLM . . . . . T 103
8.6 Zusammenfassung . . . . . . ... oo e e e e e e e e e e e 104

III Die Adaptive Semi-Lagrange-Finite-Elemente-Methode (ASLM) fiir

die Flachwassergleichungen 107
9 Einfithrung in die ASLM 109
9.1 Ubersicht . . ..ot 109
9.2 Die Flachwassergleichungen . . . . .. . ... ... ... ... . ... ... 110
9.3 Diskretisierung der Flachwassergleichungen . . ... ... ... ... ... ..., 111
9.4 Dimensionslose Gleichungen . . . . . . .. ... ... . . .. o oo 115
9.5 Modellproblem und numerisches Referenzmodell . . . . ... ... ... .. ... 117



10 Implementierung der ASLM
10.1 Ubersicht
10.2 Trajektorienberechnung .
10.3 Berechnung der rechten Seite des elliptischen Problems
10.4 Das elliptische Problem
10.5 Fehlerschitzer und Adaptivitit
10.6 Abgeleitete Groflen

11 Parallelisierung der ASLM
11.1 Ubersicht
11.2 Parallelisierung des Semi-Lagrange-Teils
11.3 Parallelisierung des Fehlerschitzers

11.4 Parallelisierung des Losers

12 Ergebnisse fiir die ASLM
12.1 Ubersicht
12.2 Numerische Ergebnisse und Referenzliufe

12.2.1 Ergebnisse des Referenzmodells
12.2.2 Ergebnisse der ASLM
12.3 Parallele Effizienz

12.4 Zusammenfassung

. A Begriffe der Parallelisierung
A.1 Begriffe der Parallelverarbeitung

A.2 Leistungsbestimmung bei parallelen Algorithmen

B Architekturmerkmale
B.1 Architekturen von Parallelrechnern
B.2 Virtueller gemeinsamer Hauptspeicher
B.3 Details der KSR-1 Architektur
B.4 Details der Alliant FX /2800 Architektur

Bezeichnungen

Abbildungsverzeichnis
Tabellenverzeichnis

Literaturverzeichnis

Inhaltsverzeichnis

119

141

........................... 141
.................. 143

146

.......................... 146
........................ 148
............................ 149
....................... 150

152

154

157

158



